Topologia |

Examen IX

Los Del DGIIM, 1o0sdeldgiim.github.io

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Universidad de Granada


https://losdeldgiim.github.io/

ol0Ele

Esta obra estd bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional
(CC BY-NC-ND 4.0).

Eres libre de compartir y redistribuir el contenido de esta
obra en cualquier medio o formato, siempre y cuando des
el crédito adecuado a los autores originales y no persigas
fines comerciales.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Topologia 1
Examen IX

Los Del DGIIM, losdeldgiim.github.io

José Juan Urrutia Milan

Granada, 2023-2024

Asignatura Topologia I.

Curso Académico 2023-24.

Grado Doble Grado en Ingenieria Informética y Matematicas.
Grupo Unico.

Profesor Jose Antonio Galvez Lépez.!

Descripcién Convocatoria Extraordinaria.

Fecha 14 de febrero de 2023.

Duracion 3 horas.

'El examen lo pone el departamento.


https://losdeldgiim.github.io/

Topologia I. Examen IX

Ejercicio 1 (4.5 puntos). Sea X = R?\ {(0,0)}. Para cada (z,y) € X denotamos:
Bay) = {(tz, ty) |0 <t <1}
En X, consideramos la familia de subconjuntos:
B={By | (z,y) € X}
(a) Prueba que B es base para alguna topologia 7 en X.
(b) ;Verifica (X, 7T) el segundo axioma de numerabilidad?
(c) Calcula el interior, la clausura y la frontera de A = {(z,y) e R* | 0 <y < 1}.
)

(d) En X consideramos la relacién de equivalencia dada por:
(x,y)R(z',y") < IN>0] (z,y) = Az, y)

Prueba que (X/R,T/R) es homeomorfo a (S', Tp) donde Tp es la topologia
discreta.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Elige una de las siguiente preguntas (2a o 2b):

2a. Sean (X,7T) e (Y, T’) espacios topoldgicos. Prueba que (X x Y, T x T7) es
conexo si y sélo si (X,7T) e (Y, T') son conexos.

2b. Prueba que toda aplicacién continua e inyectiva f : (S', Tyst) — (S', Tost) es
un homeomorfismo.

Ejercicio 3 (3 puntos). Consideremos X = R U {p}, donde p es un punto que no
pertenece a R y

T=T.U{OC X |peOAR\O es un compacto de T,}
donde 7T, denota la topologia usual de R. Demuéstrese que:
(a) (X,7T) es un espacio topolégico.
(b) (X, T) es compacto.

(¢) (X,T) es Ty y conexo.
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Ejercicio 1 (4.5 puntos). Sea X = R?\ {(0,0)}. Para cada (z,y) € X denotamos:
By = {(tz,ty) | 0 <t < 1}
En X, consideramos la familia de subconjuntos:
B = {Buay | (z,y) € X}

(a) Prueba que B es base para alguna topologia T en X.

Para una mayor intuicién de la base dada, notemos que B, ) es el segmento
que une (0,0) con (z,y) sin incluir el (0, 0).

Para ver que B es base, veamos que verifican B1 y B2:

B1) U Bay) = X

Bz, €B

Por ser B(,,) € X VB, € B, sabemos que U By € X.
B(x’y)GB

Sea (z,y) € X, (2,y) € By = (v,y) € U B y).-
B(I’y)EB

Luego X C U By
B(I,y>€B

U Bz, = X y se tiene Bl.
B(x,wEB

BQ) SeanBl,BgeB.SixEBlﬂBQ:>E|Bg€B|xEngBlﬂBg

Sean B, ), B y) € B. Sea x = (u,v) € B(zy) N By
Veamos que:

Bay) N By = B ={(ta", ty") [ 0 <t <1} = B ym)

Donde:

Por lo que:

B € By ademds, x € B = B(,,) N B )

Por lo que se tendria B2.

(u,0) € Blay) N Baryy = 3a, B €]0,1] | (u,v) = afx,y) = B2, y) =
5 B

= (‘Tay) :a( lay,) con a >0
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e Supongamos que [|(z, y)|| < [[(=",)]:
Sea t €]0, 1], entonces (tz,ty) = t(x,y) € Bay)-

Hry) =t 20ty

Estamos interesados en ver que ¢ - ﬁ < 1 para tener que (tx,ty) € By y).
@

B

o)l = | ) .

ﬁ / ! / /
= |— < ) =—-—<1=
\& IOl < i)l = =

= t. B < 1= (ta,ty) € By V(tz,ty) € By =
a

= Bay) € Bay) = Bay NBuy) = Bay)

e Supongamos que [|(«, y')[| < [|(z, y)]]:
Sea t' €]0,1], entonces (t'z’,t'y") = t'(2',y') € B 4.
t/(l’,,y,) — t/ . %(x, y)

«
Estamos interesados en que t’ - 3 < 1 para tener que (2, t'y’) € By 4.

(@) = H%@:,y)H _ \%\ @l < el = § <1

=t % < 1(t/$/,t,y,) S B(x/7y/) V(tlxl,t,y,) € B(x/y/) =
= Bay) € By = By N Bay) = Bay)
Notemos que en el caso ||(z,y)|| = |[(«',y')]], se tiene que (z,y) = (2/,y):

B

el = | 2| = 2 1l = 'l = 2 =1

Acabamos de probar que si tenemos (u,v),(a,b) € X | 3IA > 0 con
(u,v) = A(a, b), entonces:

= O bien B(u,v) - B(a,b)
= O bien By € Buw)

Cosa que nos sera de utilidad a lo largo del examen.

(b) ¢Verifica (X, T) el segundo axioma de numerabilidad?

No:
Supongamos que si, luego 3B’ base numerable de (X, 7).
Sea (x,y) € X, consideramos el abierto By, ). B’ es base de (X, T), luego:

dB € B' | (z,y) € B C By

7
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Pero como B es el segmento que une el (0,0) (sin él) con un punto, y contiene
al (z,y), ha de ser B(,, o algo mayor. Por estar contenido en B, ,) sabemos
que:

B = By

Por este razonamiento, podemos definir una aplicacion f : X — B’ dada por:

f(x,y) = B(x,y) V($7y> €X

Que es claramente inyectiva, luego |X| < |B'|. Pero B’ era numerable y X no
lo es, contradiccidn.

Calcula el interior, la clausura y la frontera de A = {(z,y) e R? | 0 <y < 1}.

A =Rx]0,1]

Veamos que A es abierto:

Sea (z,y) € A, (x,y) € Bz, € B. Veamos que B, ) C A:

Sea (tx,ty) € By, con t €]0,1]. Por ser (z,y) € A=y €]0,1].
Entonces, ty €]0, 1] por estar ambos en ]0,1] 2.

Luego (tz,ty) € A V(tz,ty) € By).

Por lo que (z,y) € By CA V(z,y)c A=>AcT.

int(A) = A

Para la clausura, intuimos que serd el conjunto Rx]0, +00[. Veamos primero
que este conjunto es cerrado:

Consideramos B = X \ (Rx]0, +o0[) = (Rx]| — 00,0]) \ {(0,0)} y veamos que
es abierto:

Sea (z,y) € B.Siy=0= (2,0) € B0 C (R x {0})\ {(0,0)} C B.

Siy# 0= (z,y) € Rx]—00,0[=y <0. (z,y) € By = {(tz,ty) | t €]0,1]}.
Luego, sea (tx,ty) € By = ty < 0= (tz,ty) € Rx] —00,0[C B.

Por tanto, (z,y) € Buy € B Y(z,y)e B=BcT = X\BcCr.

Para concluir que A = Rx]0, +-o0[, veamos que V(z,y) € Rx]0, +ool:
ANB#0 VBeB|(x,y) €B

Sea (z,y) € Rx]0, +00[, sea By ) € B| (x,y) € By

Sea (u,v) = {2y € S'N (Rx]0, +oc[) C A, proporcional a (2, y')

1, )]
Luego: (U,U) S B(w’,y’) = A N B(x’,y’) # @

A =Rx]0, +o0]

Por tanto:

DA = A\ int(A) = (Rx]0, +o0[) \ (Rx]0, 1]) = Rx]1, +00|

2Nociones de Célculo I
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(d) En X consideramos la relacién de equivalencia dada por:
(@, y)R(x'y) <IN >0 (z,y) = A", y)

Prueba que (X/R,T/R) es homeomorfo a (S!,7p) donde Tp es la topologia
discreta.

Tratamos de buscar el homeomorfismo dando una identificacion. Consideramos
la siguiente aplicacion:

f: X — st

(z,y)
@9 = eyl

e Veamos en primer lugar que R = Ry:
Dados (z,y), (a,b) € X, tenemos que:

[Cz, )1l (a, b)

Yo & (r,y) = —"F"7" &
Y

(z,y)Rs(a,b) & f(z,y) = f(a,b) & (a,b)]|

[z, )
(a, )|

e A continuacién, veamos que f es sobreyectiva:
Dado (z,y) € S' = ||(z,y)||=1. S' C X = (z,y) € X.

& (z,y) = Aa,b) con A =

>0« (z,y)R(a,b)

_wy) @y

Falta ver que f es abierta o cerrada para tener que es una identificacion.

e Por ser el espacio de llegada (S!,7p), tenemos que cualquier aplicacién es
abierta y cerrada. En particular, nuestra f lo es.

Por un teorema visto en teoria, tenemos que f es una identificacion. Por tanto,
f:(X/R, T/R) — (S',Tp) es un homeomorfismo.
Ejercicio 2 (2.5 puntos). Elige una de las siguiente preguntas (2a o 2b):
2a. Sean (X,7T) e (Y,T’) espacios topoldgicos. Prueba que (X x Y, T x T7) es

conexo si y sélo si (X,7T) e (Y, 7T') son conexos.

=) Supongamos que (X X Y,T,T’) es conexo. Recordamos que mx y 7y son
continuas y que la imagen de un conexo por una aplicacién continua es un
conjunto conexo. Como:

Tx(X xY)=X (X xY)=Y

Se tiene que (X, 7) e (Y,7T’) son conexos.



Topologia I. Examen IX

2b.

<) Supongamos que (X,7) e (Y,T’) son conexos. Como la conexién es una
propiedad topoldgica (se conserva por homeomorfismos) y tenemos que, para
todore XeyeV:

X =X x{y} Y={z}xY

Se tiene que X X {y} y {x} x Y son conexos Vr € X,y € Y.
Recordamos ademas que la unién de conexos que intersecan a uno fijo es un
conjunto conexo, luego (fijado un y € Y):

XxY = (U{m}XY)U(XX{?J})

rzeX

(z,y) € (e} xY)N(X x{y}) #0 VreXyeY

Es un conjunto conexo.

Prueba que toda aplicacién continua e inyectiva f : (S, Tos1) — (S', Tyst) es
un homeomorfismo.

Sea f: (S', Tyst) — (S', Tyst) continua e inyectiva, falta ver que es sobreyec-
tiva y abierta (o cerrada o que su inversa es continua) para llegar a que es un
homeomorfismo.

Comenzamos viendo que es cerrada:
Sabemos que (S', Tyst) es compacta y T (visto en clase), luego f es cerrada
por un teorema visto en teoria.

Veamos ahora que es sobreyectiva:

Supongamos que no, luego Ip € S' | Im(f) C S'\ {p}

Por ser S! conexa y f continua, sabemos que f(S') ha de ser conexo, luego
f(S') ha de ser un arco de circunferencia.

Elegimos un punto del centro de dicho arco, f(q) € Im(f), y consideramos
S\ {q}:

S' \ {¢} es conexo, pero Im(f) \ {f(q)} deja de ser conexo y se tiene que
F(S'\ {q}) = Im(f) \ {f(¢)}, lo que es una contradiccién con que f sea
continua. Esta idea ha de formalizarse.

Ejercicio 3 (3 puntos). Consideremos X = R U {p}, donde p es un punto que no
pertenece a R y

T=T.U{OC X |peOAR\O es un compacto de T,}

donde 7, denota la topologia usual de R. Demuéstrese que:

(a) (X,7T) es un espacio topoldgico.

Notaremos al segundo conjunto como:

A={0OC X |peOAR\O es un compacto de T}

10
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Primero, reescribimos A para tener una mayor intuicién de lo que tenemos que
demostrar:

A={0OC X |peOAR\O es cerrado y acotado en T,}

={0OC X |peOANO\{p} €T,y no estd mayorado ni minorado }

Veamos que se verifican Al, A2 y A3 para tener el apartado probado:

Al)

A2)

A3)

0, XeT

DeT
ReT,y A=]—o0,—1[U{p}U]l, +0l€ A
Luego: X =RUA€eT

Si {Ui}iel CT = UUZ eT

el

Sea J={iel|p¢U}={iel|U ¢A}

UeT, VieJ=|JU;eT.CT

jeJ

U;e A VieI\J Veamossi | J Ui A

iel\J
pel; Viel\J=pe | U
iel\J
UN{pyeTu YieI\J= [JU\{p}) €T
iel\J

Sea h € I\ J, tenemos que U, no estd mayorado ni minorado y por ser

Un C U (U \ {p}) = U (U; \ {p}) no estd mayorado ni minorado.
ieI\J 1€I\J

Por tanto, | J (Ui \ {p}) € A

ieI\J

Uvi=Juu |y UeTur=T

el jeJ €I\J

SiOVeT=UnNnVeT

Siv,vVveTl,=U0UnvVeT CT.
SitUeT,yVeA=UnV=UnNnV\{ph)eT.CT

SiU, Ve A

peUApeV =pelUnV

R\U €CrAR\V €Cr=R\UUR\V =R\ (UNV)eCr

R\ U acotado AR\ V acotado = R\UUR\V =R\ (UNV) acotado
Luego UNV € A.

11
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(b) (X, T) es compacto.

Supongamos que tenemos un recubrimiento de X por abiertos de T

X=RU{p}=|JUiconU; €T
icl
pEUUi:>EIh€I\pEUhconUh€7':>Uh€A:>R\Uhescompacto
iel
R\ U, C|JUi = 3J I finito |R\ U, C [ JU;
iel jeJ
Por lo que U U; U U}, es finito y se verifica que:

jeJ

X=R\U,uU, C|JU;uU,

jeJ
(¢) (X, T) es Ty y conexo.

Veamos primero que es T5:

Sean z,y € X, x # y.

e Supongamos que z,y € R:

Por ser (R, 7,,) Ty, tenemos que U,V € T, CT conx e U,y e VyUNV # 0
e Supongamos que y = p y que x € R:

Tenemos que, para un € € R*:

U=lzr—c,x+¢€eT, CT conz €U
V=] —o0,x—¢lUlx+¢&,+oo]U{p} e ACT cony eV
unv =90
Luego (X, T) es Ts.

Ahora que es conexo:
Se tiene que (R, Tg) = (R, 7,). R es conexo en 7.

Veamos que R = X en (X, 7)) para tener que (X, 7T) es conexo:
X eCr. Faltaverque UNR#() YU €T |peU:

SeaUeT |peU=UecA

{p} ¢ A ya que R\ {p} =R, que no es compacto en 7T,,. B
Ademas, A # (), luego tenemos que UNR £ () YU €T |peU=R=X.

En teoria se ha visto que el cierre de un conjunto conexo es conexo, por lo que
se tiene probado el apartado.
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